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開型4点近似積分公式の一般形と
最高の精度を持つ公式について
On the general form of the 4 points numerical 
integration of closed type 






The celebrated first Simpson's rule is obtain巴dapproximately from the function-
values at 3 points on the int巴rvalof integration. On the other hand， the second 
Simpsonうsrule is based on the values at 4 points. And hence the la七termay be 
expecもedto be slightly more accurate than the form巴r.But acctually， the above 
two rules h乱，vethe same order of accuracy. 
In this paper， we start dealing with the function-valuese at random interior 
points 
First， we shall deriγ巴 thegeneral form of the symmetric 4 points numぽical
integration formula of closed type with the sam巴accuracyas that of the first or the 
second Simpsonうrule.
Next we discuss widely the 4 points integration formula not necessarily symmet-
nc. 
And finally we shall give the concrete form of th巴bestformula having the highest 
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l序
近似積分公式の代表的なものとして 2 台形法および Simpson法が古くから知られて
し¥る。
台形f去は，区間の両端上の 2点を結ぶ直線で関数を近似した公式である。 Simpson
法は，区間の両端と中点上の 3点を通る 2次曲線で近似した公式で、あり， 第2Simpson 




積分区間を [α?司とし， 巾を h=bー α と置くと p 台形法の誤差は O(h3) であり，
Simpson ~去の誤差は O(九5) である。 従ってこの場合 2点から 3点に分布点を増やす
ことにより，確かに精度は高まっている。 一方 4点近似積分公式である第2Simpson 

















れる対称な積分近似公式を I(f)， その誤差を Ej(f) と置く，すなわち
I(f)=ヤバα)+q仲村h)+仰 +(l-l)h) +pf(α+ h)} 
Ej(f) = I(f)一町)= I(f)ー rf(z)dz
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定理1. 任意の lε(0，1)に対し，i(f)の精度が最も高くなるのは，
-6Z2 + 6Z-1 1 





(1) fεC3 に対し， O(九4)
(2) fεcn (η と4) に対し， O(h5) 
証明 fεC3 のとき，Taylorの定理より以下の式を満たすα，s，γ， oが存在
する。




+q{J(α) + f'(a) (1一助)+ ~!1" (a)((l 一りh)2+ ~!1"'('y)((l 一りが)
十p{れα)十f'(α)h十か(α)h2+主1'"(o)日}]
誤差を計算すると
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Ej(1) = I(1) -I(1) 
=伽2q一川)h+ {ql+ q(1-l) + P一す}1'(α川
+[;! {ql2 + q(1-れ p}-:!] 1"(α)h3 + O(ゲ)
従って， Ej(1) = (h4) となるためには，h， h2， h3，の係数を O として
2p + 2q= 1， l p+q = 2!' 品川(1一l)2+ p} =ま
が成り立てばよい。 これを解き，p， qを Jで表すと，
-612 + 6l-1 
p= 12l(1 -l) 














で，Ej(1) = O(h4) が成り立つ。
fεcn (η三4)のとき， Taylorの定理より以下の式を満たす入3μ，1/， cが存在する。
I(1) = iU+叶叫勺~hf六(件ω榊Z吋)
f汽灯削(げωf刀)=やf(α)+州 + 仇)+仰 +(仕1ト一り肋川hの)+州+刊叫h川)
= 中( α )+q{f( α ) +1'( α ) ( l h ) +jド1"門'(ヤ初川'(a) l伊ω州州α吋刈)川削仰J仇仙h
+村吋q{ヤい仰川六仰刷(伊α吋)+ 1'(α)(1一料jffh)((1ー 小)2十まfll仰
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叩 {i( α ) + 1'( α ) 九+ ~! f" ( α) h2+ jか計訂廿1'"川(a)h
よつて誤差を計算すると
Ej(f) = I(f) -I(f) 
=伽2q一川
+[~!{qz2 十 q(l -1)2 + 1} -;!] f" (α)九3十[;!{q川 (1-1)3+p} -:!]j'(川 +O(ポ)
従って，Ej(f) = O(九5) となるには， 九九2h3，がうの係数を 0として
(*) 
ηη1 つつ
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て任意の fεcn (η と4)に対し 1(1)の誤差は O(九5) となる。
これまでと同様な議論で，誤差の精度を上げて，Ej(f) = O(九日) となるためには，上
の式(*)に加え，更に下の式が満たされる必要がある。
ql4 + q 
ところが，次の定理で示されるように， (い*)を満たす p，q， 1，でこれを満たすのは限
られた!の場合だけで，一般の Jでは満たされない。従って一般には，誤差の精度は
これ以上高められない。
注意目 1=乙において、 lは (0，1) 内の任意の数だ、ったから Simpsonおよび
第2Simpson法と同じ精度を持つ閉型4点近似積分公式は，対称形だけでも，実は無数
に存在することが示された。






ft-4(f)=出f(α)+州十丁)+州十平)+山)}(PI¥ ~p( 5-♂ 1 
で，その誤差は
(1) fεc3 に対し 。(が)
(2) f E C4 に実守し O(h5) 
(3) fεC5 に対し 。(日)
(4) f E Cn (η と6) に対し 。(h7)
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一-L-{J4+(l-J)4十 (-6Z2+ 6Z -1)} = ~ 2Z (1 -1) l -'¥ - -/ '¥ -- ，-- -! ) 
となり，これを整理すると




従って， 1 5 P=:;-;::-， q = 12' ヨ 12
となり，I1 -I5(f) が求める最良の公式となる。
3数p，q， Z の値の決め方から， (1)， (2)， (3)は明らかである。
最後に (4) を示す。




ところが， (料) から決められた Z=ー ーニ
2 10 ' 









であるが，l， pぅ qう の上の値は，残念ながら，この式は満たさない。
従って，対称な閉型4点近似積分公式の精度は， O(h7) までである。
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3.非対称な閉型4点近似積分公式の一般形
定理3. l， m を O<l<m<lを満たす任意の実数とする。 閉型4点近似積分公式










のときである。 このときの I を II，m と置くと
h ( 





EIz.n-. (1) = O(が)
が成り立つ。
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I(1)=市内)十qj(a+lh)+rj(α+m山 j(川)}
吋 {j(α) + 1'(α) (lh)十訂作)(lh)2+すjJI(α)(l九)3+jf(4)伊)(lh)4}
判(的)+ 1'(α)(mh)+jfh)(mh)2+す1'''仰九)3+jf(4)作)(m川
村 {j(α)+ j'(α)h+か(α)h2+古川(α)h3+j内 )h4}] 
誤差を計算すると
Ej(1) = 1(1) -1(1) 
= (p+q+r十 S一川)h+(ql+rm+sー j)f(α)九2
+~よ (qz2+ rm2 + 8)-:， ~ 1"(α)九3+ i土(ql3+ rm3 + 8)一お1'"(α)九4十。(日)l2!，r • -， 3!J" n- . L3!''- . -. -， 4!J 
従って，Ej(1) = O(九5) となるには，h，日，h3， h4の係数を 0 として
(* * *) p+q十r+ 8 = 1， ql十川s=j?
qん m2+s=j， qん m3十s=j










となり，与えられた l，m に対し，1z •m の形が定理で述べたように決まる。
(* * *)より fεc4 に対し O(h5) となる。 一般にはこれ以上精度は高められない。
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定理4. 必ずしも対称とは限らない閉型4点近似積分公式
I(ト h{pf(α)+ qf(α州)+ rf(α+ mh) + sf(α十件 (0< l < m < 1)
でその精度が最も高くなるのは
l=5--I5. m=5+-15 v=~. n=~ =一一一一一 一一一一一一 一一 一一
10 ' 10 'ι12' " 12' 
のときである。 このとき








となり，その誤差は， fεcn (η と6)に対し O(九7)である。
証明 • fεc6 に対し，Taylorの定理より以下の式を満たす α，s，γ， dが存在する。
I(f)=fhf(z)dz=F(α川)-F(α) 
= f(加すf'(α)h2+jff附+十jf(5)(α)h6寸内)九7
I(f)=九{pf(α)+ qf(α+川+rf(α+mh) + sf(α+ h)} 
二中(α)
+q{!(α) + f'(α) (lh)寸f"(α)(lh)2十+古川)(l鼎自f(6)仰げ)
十r{的)+ f'(a) (mh)十かい)(mh)2++ig(5)(仰 h)5寸f(6)(仰げ)
吋 (a)+ f'帥 +;J"(α)h2 + 寸f(5)九5+jf(6)(α十めが}]
= (p+q+r+s州 h+仙川州)h2+j仲 rm2+ s)f"(α)h3 
ヤl3+川+りf'"(a)h 
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このとき誤差 Ej(1)= I(1) -1(1) が O(h7) となるように定数 l，m， p， q， r， s， 
の値を決めたい。 I(1) と I(1) の h，h2， ・ ，h6 の係数を比較すると
p+q+r+s = 1， ql+Tm+s=j， q~m2+s=j 
、 、 ， ，
?
? ? ?? ???? ?
?
qん m3+s=j，qん m4十s=i， qJ5+Tm5+s=i 
が成り立てばよい。 式(** *) を， l， m， p， q， r， s を未知数とする 6元連
立方程式とみなし，これを解くと，




fεcn (n三7) に対し，Ej(1) = O(h8) となるためには，これまでの議論と同様に
式(** **)に
qJ6+Tm6+s=; 






定理4の証明には，被積分関数 f(x)の近似多項式は表面に出てこないし， Legendre 
多項式の性質も使われていないことに注意したい。
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